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Matematica discrets

TEMA 1 FUNCIONES Y NUMERACION

1. FUNCIONES

El producto cartesiano es el conjunto de pares ordenados de dos
conjuntos, por ejemplo si X={1,2} e Y={3,4}, el producto cartesiano XxY esigual a
{(1,3), (1,4), (2,3), (2,4)}; partiendo de esta base definimos funcién de f de X
como un subconjunto de X x Y tal que dos elementos cualesquiera (x,y), (X',y"), si
x=x"e y=y". Si (x,y) pertenece a f, también se dice que f(x)=y. En esta caso,y se
denomina imagen de x por f y se dice que x es una antiimagen de y por f (f %). A la
union de todos los conjuntos de imagenes se le denomina imagen y a la unién de
todas las antiimagenes se les denomina dominio. Asi en la funcién f(x)=x?, la
imagen de x=2 es y=4,

La composicion de funciones  es posible, es decir si f(x) es una funcion y
g(X) es otra podemos componer f(g(x)) y también g(f(x)) siendo normalmente
estas composiciones diferentes; asi si f(X)=x+2 y g(x)=2x; entonces
f(g(x))=f(2x)=2x+2; mientras que g(f(x))=g(x+2)=2x+4.

La funcion identidad es la funcion de X en X que hace corresponder a
cada elemento x consigo mismo. Una funcién que compuesta consigo mismo, es la
identidad (f?=1) se dice que es involutiva

Las funciones exhaustivas  son aquellas en las que cada elemento de Y
tiene al menos una antiimagen; es decir, a cada elemento del conjunto destino le
llega, al menos, una flecha. Las funciones inyectivas  son aquellas en las que
cada elemento de Y tiene como maximo una antiimagen; es decir a cada elemento
del conjunto Y le llega una o ninguna flecha desde el conjunto origen. Por ultimo,
una funcién es biyectiva si cada elemento de Y tiene exactamente una
antiimagen, es decir, si es inyectiva y exhaustiva al mismo tiempo.

La funcié n inversa de f(x)=y es f(y)=x y si la funcidn inicial es biyectiva,
la inversa también lo es.

2. LA OPERACION DE CONTAR

Se define contar como asignar a cada cosa de un conjunto un nimero por
orden, para saber al final cuantas hay. Se dice que un conjunto A tiene n elementos
S i existe una funci-n biyectiva de
gue el conjunto A tiene cardinal n. Asi diremos que el cardinal de un conjunto finito
es Unico y los conjuntos infinitos no tienen cardinal.

3. EL PRINCIPIO DE LAS CAJAS

Si se distribuyen n objetos en m cajas y m < n, entonces al menos, en una
de las cajas, habrd como minimo dos objetos. Esto que parece una verdad de
Perogrullo nos sirve para analizar si son verdaderas afirmaciones como ¢ existen dos
personas en el mundo con el mismo nimero de pelos? Pues podemos responder
gue si, dado que existen mas de 6000 millones de personas y como maximo solo
podemos tener 1 millén de pelos.

{1,2, 36
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4. CONJUNTOS FINITOS Y CONJUNTOS INFINITOS

Un conjunto X es finito  si es un conjunto vacio o bien si tiene n elementos.
En caso contrario, decimos que es un conjunto infinito . Como consecuenca de
esta definicion podemos observar que un conjunto X es infinito si no existe ningan
nYsmer o natur al n por el cual se pueda

Esta definicidbn anterior nos presenta una serie de resultados bastante
intuitivos:
1 N es un conjunto infinito.
I Un conjunto X es infinito si, y solo si, se puede construir una funcién f de N en
X que sea inyectiva.
Si X es un subconjunto infinito de un conjunto Y, entonces Y es infinito.
Dado un conjunto finito X y un subconjunto Y de X, entonces Y también es
finito y se verifica |Y| es menor o igual que |X|.

1
1

Un conjunto X es numerable si existe una biseccién de N en X. Por tanto, un
conjunto X es numerable si existe una sucesion de elementos de X tal que cualquier
elemento de X sea un término de la sucesién y dos términos diferentes
corresponden a elementos diferentes de X. Asi en el gemplo lateral, observamos
como la funcién f definida es biyectiva y podemos decir que Z es numerable pues f
nos permite escribir todos los niumeros enteros en forma de sucesién o, -1, 1, -2,
2é sin t®rminos repetidos.

construi

r una

Conjunto de los nimeros

enteros

si x es par

si x es impar
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TEMA 2 TECNICAS DE CONTAR

1. EL PRINCIPIO DELA ADICION

El principio de la adicién  sirve para calcular el cardinal del conjunto X 8

Y cuando contamos con dos conjuntos finitos y disjuntos (es decir X e Y no tienen
ningln elemento en comun), en este caso:

X CY[=[X+]Y]

Una aplicacion: ¢de cuantas formas se pueden obtener 6 6 7 puntos si
lanzamos dos dados distinguibles (uno rojo y otro azul)?. Pues la forma de obtener
un 6 es:X= {(1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1)} y un 7: Y={(1,6), (2,5), (3,4), (4,3),
(5,2), (6,1)}. Porlotanto | X C Y |=|X|+]|Y|=5+6=11.

El principio de la adicion generalizado es una extension del anterior y

di ce que s Bon omjyntoséfiMitos y disjuntos dos a dos, entonces el
cardinalde X1 C X2Cé Xm es |l a suma de | os cardi
IXL C X2 G&Xm | = | X1] +

El principio de inclusion
finitos, entonces:

-exclusién dice que si X e y son dos conjuntos

XCY[=IXI+|Y] -[XAY]|
Lo demostraremos como sigue:
X=(X-Y) C (XAY)
Y=(Y-X) C (XAY)
XCY=(X-Y) C (XAY) C (Y-X); asi podemos escribir:
XCY|=[X-Y|+ X EY|+|Y-X=|X+|Y -X|=|X+]Y] -|[XAEY|

Realmente el principio de la adiciéon es un caso concreto del principio de
inclusién-exclusion, concretamente el caso concreto en que XAEY = @. Una
aplicacion concreta del principio inclusiénexclusion seria por ejemplo: ¢Cuéntos
nameros naturales entre 1 y 1000 no son cuadrados ni cubos perfectos? Hay que
observar que los dos conjuntos que buscamos (cuadrados y cubos) no son
disjuntos. Los cuadrados perfectos llegan hasta 3%=961, los cubos perfectos llegan
hasta 10°=1000. Y el conjunto X AEY, debe tener la forma n®, y encontramos hasta
el 35=729. Por tanto [X C Y| = [X| + |Y] - |[XA Y|=31+10 -3 = 38. Finalmente el
namero que nos piden es 1000-38 = 962.

2. EL PRINCIPIO DE LA MULTIPLICACION

El principio de la multiplicacién tiene utilidad para calcular el cardinal
del producto cartesiano entre dos conjuntos. Y dice que, si X e Y son dos conjuntos
finitos, entonces:

IXxY] =X - [Y]

Esto quiere decir que dado el conjunto X={1,2,3} e Y={a,b,c,d}, entonces
(y como se puede observar en la figura lateral) | XxY| = 3-4 = 12. La demostracién
es sencilla si pensamos en X-Y como la unién disjunta de conjuntos.

El principio de la multiplicaciéon generalizado dice que si
conjuntos finitos, entonces el cardinal del conj unt o X1éXm es
cardinales de cada uno de los conjuntos, es decir:

| X1 x éx Xm| = | X1| LéL| Xmj

el

nal

e

| X2 +é+] Xm

X1é.

pr



4 - Matematica discreta

Ejemplos de lo anterior: Si lanzamos 5 dados distinguibles ¢Cuantos
resultados posibles podemos obtener? Pues 6-6-6-6-6=6=216.Sea X={0,1} , dado
este alfabeto, ¢ Cudntas palabras de longitud 7 hay? ¢Y de longitud 10? Pues de
longitud 7 hay 27=128, mientras que de longitud 10 hay 2 °=1024.

3. ALGUNAS APLICACIONES

Hay dos grandes aplicaciones para lo estudiado en los dos puntos
anteriores:

i Palabras de longitud como mucho n, sobre un alfabeto de m
elementos: En este caso queda claro que el nimero de palabras de longitud
como mucho n (es decir n, n-1 é . Hasta O pues |l a palabra vac2a tamb
valida) es el conjunto disjunto de palabras de longi t u 1, l ongitud 2é hasta
longitud n, portantoP=1+m+m 2+ & "y esto nos queda:

m™ -1
Pl = ———=
m- 1
Por ejemplo, cuantas palabras binarias se pueden formar con la condiciéon que

tengan longitud menor o igual a 7? En este caso m=2 y n=7, por tanto:
|P|=281/2-1=256-1 =255

T La funci - - n de Sekdeflne la furfcion) de n como los nimeros  Funcién de Euler
menores que un nimero n dado que ademas son primos con n. Asi en la tabla n Primos u
lateral observamos los primeros valores para la funcién de Euler. Para cualquier ; i 1
nYsmer o natur al n, | a *&es dear, dé s divieoses dear-l or €s uf d) 2
precisamente es n. 4 13 2
Por ejempl o, par a calcul ar | a sumlagciﬂl‘i‘;“iosg n¥amer o
representa a los divisores de n=12, hacemos lo siguiente: 7 1,2,3,4,5,6 6
N N _ _ _ _ | 3
(@& a(1)+ a(2)+ 0(3)+ 0(4)+ a(6)+ u(gl4.2';%2:1;‘8+1§2+2+3+£
4. MUESTRAS ORDENADAS CONRETICION
Si un conjunto X tiene m elementos, entonces podemos formar m"  Muestras ordenadas con
muestras ordenadas con repeticion de n elementos del conjunto X. Este nimero o~ "Peteo"
representaremos con el simbolo VRqn. a.. 2a
/‘<b aab
Asi, si se nos pregunta del conjunto X={a,b} cuantas muestras con °\

a. aba
repeticion podemos escribir si cogemos elementos de tres en tres. La respuesta es: 3 r‘<b
VR3=23=8; numero que podemos observar que es correcto viendo las

a a3
&
b// <b bab
a

combinaciones posibles en la figura lateral
Otro resultado que se obtiene de aqui es que si n es el nimero de "L o
. , > . 3 i b
elementos de un conjunto X, entonces el numero de subconjuntos posibles de X es s
. . L b bbb
2", es decir VRxn. Ejemplos préacticos:
1 Encontrad el nimero de subconjuntos del conjunto {s,t,u,v,x,y,z}. ¢Existe un
conjunto con 1024 subconjuntos? ¢Y con 234.456.789 subconjuntos? A la
primera pregunta responderemos con 27=128 subconjuntos. Si existe un
conjunto con 1024 subconjuntos ya que 2*=1024 A x=10. En cambio no puede
existir un subconjunto corsuani@éroispabyconj unt os dado que
el nimero 2" siempre es par.
1 ¢Cuéantos subconjuntos de {s,t,u,v,Xx,y,z} contienen al elemento x? Pues es el
ndmero se subconjuntos de {s,tu,v,y,z} al que luego le afadiremos el
elemento x por tanto 2 5=64.
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5. MUESTRAS ORDENADAS SIN RERCION

A menudo es necesario hacer muestras ordenadas sin repeticién, también
llamadas variaciones sin repeticion de n elementos. Tal y como hemos visto para el
caso de las muestras ordenadas con repeticion, las muestras ordenadas sin
repeticién se pueden identificar con funciones inyectivas.

Por ejemplo, sea X={a,b,c}, las 2 -muestras ordenadas sin repeticion del
conjunto X son ab, ac, ba, bc, ca y cb. Por tanto hay 6 posibilidades. En general si
el conjunto X tiene m elementos y las muestras ordenadas sin repeticion tienen
longitud n, se puden formar m(m -1)-(m-2 ) L é-tn{lyhmuestras. EN el caso de un
conjunto X={a,b,c,d}, al ser elementos podriamos formar al coger elementos de
tres en tres 4-3-2=24 muestras, como podemos ver en la figura adjunta.

La 3-muestra abc del conjunto X={a,b,c,d} se puede interpretar como la
funcién inyectiva f de N3 en X definida por F(1)=a, f(2)=b y f(3)=c. Asi deducimos
que el conjunto de las n-muestras ordenadas sin repeticion de un conjunto X es el
conjunto de las funciones inyectivas de N» en X.

Por ejemplo:

1 el nimero total de funciones inyectivas de {1,2} en un conjunto A es 42
¢ Cuantos elementos tiene A?: Como son muestras tomadas de dos tenemos
Vm2=42, por tanto m-(m -1)=42, de ahi m=7.

1 ¢Cuéntas palabras de cuatro letras se pweden formar con un alfabeto de 10
simbolos, habida cuanta que no se puede repetir la misma letra en una
palabra?. Bien, pues son variaciones sin repeticion de 10 elementos tomados
de 4 en 4, por tanto V 104=10-9-8-7=5040.

6. PERMUTACIONES (IN REPETICION)

Un caso especial de variaciones sin repeticion es cuando tomamos todo el
namero de elementos disponibles, por ejemplo, variaciones sin repeticién de 5
elementos tomados de 5 en 5 Vss= 5:4-3-2-1= 5! = 120. Identificamos aqui las
permutaciones con funciones biyectivas; asi una permutacién de un conjunto X de
cardinal n se puede considerar como una funcién inyectiva de N, en X vy, por lo
tanto, como una funcién biyectiva de Nn en X, o también como una funcién
biyectiva de X en si mismo, ya que X es equipolete.

Asi por ejemplo: ¢de cuantas maneras diferentes puedo colocar 7 libros
distintos en una estanteria? Queda claro que quiero colocar todos los libros, pues
se trata de permutaciones sin repeticién (evidentemente no puedo inventarme
libros repetidos, tengo que colocar los que tengo) asi que son 7! = 5040.

Si representamos cada funcion de la forma:

al 2 3 ... nad
Fo (@ 1@ .. 08

podemos obtener dos permutaciones de X={1,2,3,4,5} de la siguiente forma:

(4l 23455 & 23458
3%5143595?151235

Podemos igualmente componer funciones sien f(g), por ejemplo en la posicién 1
f(g(1))=f(4)=4, y obtendriamos:

(gL 23450, 823
953325189 5%34

También podemos las inversas de fy g, quedando como sigue:
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(o 8 23453, & 234 5
5%154@5;% 12§

Y, por ultimo, cualquier permutacion puede escribirse de forma ciclica, asi partiendo
de la funcion f inferior, su forma ciclica seria partir de 1, f(1)=4, f(4)=5, f(5)=1; asi
obtenemos 1,4,5 como un ciclo y seguimos hasta completar.

al 2 3 4 54 _
% 3 8 Forma ciclica: f=(1,4,5)(2,3)
C 1=
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TEMA 3 SUBCONJUNTOS Y DISENOS

1. MUESTRAS NO ORDENADAS SIN REPETICION

Hasta ahora hemos resueltopr obl emas que atend?2an
ordenadas con repetici-n y sin ellao,
orden de los modelos no importe, por ejemplo, supongamos que tenemos cuatro
personas y hay que elegir 2 a votacion para formar una comision. ¢Cuantas
comisiones pueden salir? Pues evidentemente las personas 1,2 es lo mismo que 2,1
dado que aqui no hay diferencia de orden, realmente las que se puede formar es
igual a las variaciones sin repeticion de 4 elementos tomados de dos en dospartido
por el factorial de 2, en este caso: V4,2/2!1=4*3/2=6. Generalizando:

Vin _&mo . o o
= 38— 0 es el nimero combinatorio 0 binomial
n ¢cn=+
Vi _&7¢_T7*6*5*4
MR T M e
4 cd-= 4*3* 2

El nimero binomial tiene dos propiedades importantes:

. amg_a m g a99_2a94¢
I Simetria : ge=0=8——0 es decir ga0=a-0
¢ch+ ¢cm-n= ¢3+ ¢b+
. amg_am-1g _am-1§ a%99_48G. a8a
1 Adiciéon : ge-0=a,——0+3——0 es decir 6@'0—8%0"'&'0
¢ch+ ¢n- 1—(5;n7 96+g+g6+

La propiedad de la adicién permite dar un algoritmo para calcular los
nameros binomiales. A través del Triangulo de Pascal o de Tartaglia podemos
disponer los nimeros de la forma que vemos en la tabla lateral, y este triAngulo
cumple varias curiosas propiedades:

amg amg,amag oé m §, ama_ . .
1 &e-0- & 0t+tee-0- 2—0° 22-0=0; efectivamente si observamos
g0+ cl=+ g2— ¢m-1+ cm=

5 o _ 833 436,430 a30

el triangulo y sustituimos en el ejemplo: g2-0- a&- 0+ &e-0- a%o

¢0+ ¢l+ ¢2+ ¢3+

1 El teorema del binomio : Sirve para desarrollar férmulas del tipo (a+b) "y su
formulacion es:

1-3+3-1=0

(a+b) ™=
%@&m_i_amo m- 1b+ m m_2b2+§%n—](6ﬁm_3b3+...+a m g':l bm—l+%n_]93m
c0= g1+ g2+ ¢33+ ¢cm- 1+ cm=

al2¢

Por ejemplo el tercer sumando del desarrollo de (x+2y)*? es: 0'92—8X10(2y)2 =
c2+

264x10y2,

2. MUESTRAS NO ORDENADAS CON REPETICION

El apartado anterior estudiaba las muestras no ordenadas sin repeticion,
pero igualmente pueden darse las muestras no ordenadas con repeticion, es el caso
por ejemplo de lanzar 4 dados indistinguibles ¢Cuéntos resulados distintos se
pueden producir? Pues evidentemente el resultado 1342, sera igual que 4231, pero
es que ademas se puede repetir, es decir 5536 es lo mismo que 6535.

al
per o
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El nGmero de n-muestras no ordenadas con repeticion a partir de m objetos

am+n-1§_am+n- 14§
es g&e——0= a—o, de cualquiera de las dos formas anteriores puede
¢ m-1 =+ ¢ n
hallarse el resultado, que para nuestro ejemplo de los dados serian 6 objetos (6
caras del dado) tomadas de 4 en 4 e incluyendo repeticion, por tanto m=6 y n=4:

am+n- 10 a6+4- 1o a9o_126

¢ m-1 + ¢ 6-1 + ¢o=+

Este cdculo nos permite diferentes aplicaciones como son:

Célculo de las soluciones enteras no negativas de una ecuacion del tipo
am+n-19

X1+ X2+ € + m30 es ae—o por ejemplo en la ecuacion x+y+z+t=6, este
C n -

calculo seria el formado por las combinaciones 0+0+0+6, 1+2+3+0, etc, y el

) , _am+n- 10 a4+6-15_ 496 _a9odo
nimero de estas soluciones seria:ge———0=&———0=a-0= a-0=84.
¢ h +¢ 6 =+ ¢b+ g3+
Podemos hallar el calculo también de lassoluciones enteras positivas es decir,

excluyendo el cero, asi en el ejemplo anterior no se permitiria ninguna de las dos
combinaciones que hemos puesto de ejemplo, solo se aceptarian del tipo

. as-1qg_ - .
1+2+2+1, 3+1+1+1, etc. Y el célculo es a-:-—83|end0 s el término solucion y m
¢cS- M+

el nimero de incégnitas, asi en nuestro ejemplo de 4 incognitas y solucion igual a

as-19 &6-18_4&50
6, el nimero de soluciones enteras positivas es ae—o k&——0=a-0=10.

¢S- m=+ g6-4v QZT

Otra aplicacion que también se nos permite con esta combinatoria es el

am+n-19
célculo de términos de (X1t X2+ é + m)Xy que serlaee—o por ejemplo, el

nimero de términos una vez desarrollada la ecuacidon (atb+c)? seria

am+n-1§ 43+2-15_ 444
2—0=&,&—0=3-0=6; dado que m=3 términos y n=2 la potencia.

¢c h =+ ¢ 2 =+ ¢g2=
Se expone a continuacién en una tabla resumen de esta parte del moédulo y

del anterior los diferentes tipos de selecciones de abjetos que podemos hacer y sus
principales aplicaciones:

Elegir n objetos entre m Con ordenacién Sin Ordenacion

am+n- 1§ ite:
g Nos permite:

m" ¢ n =
Variaci ticién d | ‘ 1  Calcular las soluciones enteras no negativas
I ariaciones con repeticion de m elementos A
Con repeticion tomad dp VR de a+bmeEnex
0mados de n en n: VRmn 1  Calcular las soluciones enteras positivas de

a+b+c +g=nx

EvalGa el nimero de funciones de Ny en X q Calcular el niimero de términos de
(a+b+chf+x
m(m-1) é () éuﬂg es el nimero binomial

ch+

EvallGa el namero funciones inyectivas de N, en X con las propiedades simétricas y de la adcién

Sin repeticién
Cuando m=n hablamos de permutaciones y se
evalGia como factorial m! y en este caso, es una
funcién biyectiva de N, en X

A través del triangulo de Tartaglia y del Teorema
del Binomio podemos desarrollar la potencia n-
esima de un binomio (a+b) ™
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3. EL PRINCIPIO DEL NUDO. APLICACIONES ARITMETICAS

Principio del nudo El principio del nudo explica (para un caso particular primero, ya
T T generalizaremos posteriormente) que para el caso de los 3 conjuntos con
x Pesesel \ " | interseccion de la figura lateral, se puede llegar a la conclusion que:

=

IXCYCZI=[X|+|Y| +12Z| - |XAEY|- |X/EZ|-|YEZ|+|X EYHEZ|

Esta Formula anterior también podria escribirse asi:
SN IXCYCZ| = ara+as

Siendo a= |X| + |Y] + |Z]
a=|X Y|+ |X AZ|+|Y AZ|
as=|X EY /EZ|

Estructurando asi la igualdad y utilizando la combinatoria podemos hallar el
valor de cada una de estas a; asi por ejemplo, si estamos hablando de un conjunto
apao
p=10, el valor de a3 es % 33 p- 3!
¢cP- o+

Suele usarse este tipo de soluciones para los problemas llamadosde
desajustes . Por ejemplo, un administrativo un poco quemado de su trabajo tiene
que meter 10 sobres en 10 cartas para 10 personas de manera correcta
evidentemente, es decir, a cada sobre le tiene que corresponder su carta. Pero lo
hace de manera descuidada y no se fija, ¢, Qué probabilidades hay de que ringuna
carta llegue a su correcto destinatario?: Evidentemente si introduce las cartas en la
posicién 1-3-4-5-6-7-8-9-10-2, no es un desajuste, porque la primera carta llega a
su destinatario verdadero. Bien, sabemos que las diferentes combinaciones de
introduccion de carta en sobre se eleva a 10! = 3628800 posibilidades. De éstas
¢en cuantas ocasiones no acierta ni una sola carta? Esto se soluciona asi:

D=10! - | X1Cx2Cé X1 0| =i(al-a2%+a3-a4+a5-a6+a7-a8+a9-al0)

a 10 g
Por ejemplo la posicion a?z% g10- 3)!=604.800
(; 0- 7+
Echando bien todas las cuentas obtenemos que hay 1334961 posibilidades
de que ninguna carta acierte, por lo que el porcentaje queda 1334961/3628800,
aproximadamente un 36,78%.
Otra aplicacién es la formula explicita para la funcion de Euler , Yy que
1 1
se explica per)ld{nH).=Smehdo pl y p2 n¥amer
pl™ p2
divisible n. Vedmoslo con un ejemplo: Hallar la cantidad de nimeros primos con

100 y menores que éste? Como 100 se descompone en 2*52, tenemos que:

G(100) =%)@10£—130) € 100%0,5*0,8 = 40

4. DISENOS

Las estructuras combinatorias establecen unas reglas especificas para
estudiar la seleccion de objetos. A partir del 1 -disefio llegaremos al modelo general
que es el t-disefio.

En un 1-disefio, tenemos los pardmetros (v, k, r) donde v es el cardinal del
conjunto x (el nimero de elementos de que se compone el conjunto), k es el
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namero de elementos de B y r el nUmero de subconjuntos a los cuales pertenece
cada elemento de X; por ejemplo si X={1,2,3,4} y B={12,13,14,23,24,34},
tenemos un 1-disefio de tipo (4, 2, 3); lo cual quiere decir que el conjunto V esta
formado por 4 elementos; que el conjunto B esta formado por elementos que
contienen dos del conjunto V, por ejemplo el primer elemento 12, tiene el 1y el 2
del conjunto X; y por udltimo el nimero de apariciones de cada elemento del
conjunto X dentro del conjunto B es de 3 cada una; y es cierto si no s damos cuenta
el 1 aparece en 12, 13y 14, y asi con todos los elementos.

Para que exista un 1-disefio se debe cumplir dos condiciones:
1 Kdivide a v*r

o

. ava
T V*lk<= éﬁ(@

Si estudiamos el ejemplo anterior, resulta que 2(k) divide a 12 (v*r); y

340
ademas 4*3/2 <= %8 6<=6; correcto.
ce+

Los t-disefios son algo mas complicados, por ejemplo sea {X,B} donde:
X={1,2,3,4,5,6,7,8}
B={1235,1248,1267,1346,1378,1457,1568,2347,2368,2456,2578,3458,3567,4678},
se trata de un 3-disefio de parametros (8,4,1), puesto que cada subconjunto de 3
elementos de X1 cojamos los que cojamos- esta contenido en 3 bloques de B.

Para que exista un t-disefio de parametros (v,k,r) es necesario que:

&g &g 340 o 880
E%Q divida a E’%Qr ; en el caso del ejemplo: %@debe dividir a E%@ ;yen

efecto 4 divide a 56.




Tema 4
Particiones, clasificaciones y
distribuciones

1. Particiones de un conjunto
2. Clasificaciones y relaciones de
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3. Particiones y nimeros
multinomiales

Triangulo de Stirling

1
1

1
1
1 7
1 15
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1
1
3 1
6
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TEMA 4 PARTICIONES, CLASIFICACIONES Y DISTRIBUCIONES

1. PARTICIONES DE UN CONJUNTO

Es interesante calcular el nimero de particiones que admite un conjunto
finito X. Mas concretamente, si X es un conjunto de n elementos (un n-conjunto), el
ndmero de particiones de un n-conjunto con k partes, se escribe S(n\k). Por
ejemplo, dado el conjunto X={ab,c,d,e}, una 4 -familia podria ser
v={{a,b,c}{b,c,d},{c .d,eHa,c,de}}. Eso si, para que una familia de subconjuntos
de X se considere particion de X, debe cumplir las siguientes condiciones:

1 Ninguno de los subconjuntos es conjunto vacio.

1 Cada elemento del conjunto X, solo se puede encontrar en uno de los
subconjuntos.

1 La unién de todos los subconjuntos de X da como resultado el conjunto X
inicial.

Asi, los subconjuntos {d,f{s}{b,cHe,g} conforman una particion del conjunto
X={a,b,c,d,e,f,g}.

Ahora bien, ¢ Cuantas particiones distintas se pueden hacer de X?, pea ello nos
sirve el numero de Stirling . El nimero de particiones de un n-conjunto con k
partes se escribe S(n,k) y verifica la ecuacion de recurrencia:

S(n.k) = S(n-1,k-1) + kS(n-1,k)
S(n,1) =1y S(n,n)=1 para cualquier n

Por tanto para saber en cuantas particiones de 2 partes (k) podemos dividir un
conjunto de 3 elementos (n), hacemos:

S(3,2) =S(2,1) + 2S(2,2) =1 + 2:1 = 3 ; andlogamente:
S(4,2) =S(3,1) +2S(3,2)=1+2:3=7

Continuando por recurrencia podemos hallar el resto de nimeros de Stirling,
que van a determinarnos una pirdmide como la que se encuentra en la imagen de
la izquierda. Ademas para saber el nimero total de particiones que podemos hacer
de un conjunto n, basta sumar las particiones distintas de la n-fila de la pirdmide de
Stirling. Por ejemplo, para saber cuantas particiones de un conjunto de 6 elementos
podemos hacer, la respuesta es fijarse en la sexta fila y por tanto:
1+31+90+65+15+1 = 203.

Elndmero de Bell de orden n es el nimero de particiones de un conjunto de
n elementos, y es el nimero que hemos hallado antes para un conjunto de orden
n, por lo cual lo Unico necesario para encontrarlo es sumar la fila correspondiente
en el triangulo de Stirling.

2. CLASIFICACIONES Y RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Una relacion de equivalencia  sobre un conjunto X es un subconjunto R
del conjunto X x X (Producto cartesiano) que satisface las condiciones reflexiva,
simétrica y transitiva. Por ejemplo, sobre el conjunto X= {a,b,c,d}, la relacion:

R={(a,a), (b,b), (a,c), (c,a), (c,c),(d,d)
Es una relacion de equivalencia, ya que cumple las tres condiciones de la definicion
anterior.

Otro ejemplo, sobre el conjunto X={a,b,c} todas las relaciones de
equivalencia que se pueden dar son 5 y vienen descritas en la imagen lateral de la
pagina siguiente. No es casual que sobre el conjunto X se puedan establecer cinco
relaciones de equivalencia y que también este mismo conjunto X admita cinco
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particiones. Hay que saber que una relaciéon de equivalencia sobre un conjunto
define una particion de este conjunto y, reciprocamente, una particion de un
conjunto define una relacion de equivalencia sobre el mismo conjunto.

Si R es una relacién de equivalencia sobre X, las clases de equivalencia
tienen las propiedades siguientes:
1 No son nunca un conjunto vacio
1 Cada relacion de equivalencia puede estar solamente en un subconjunto
9 Launién de todas las relaciones de equivalencia es el conjunto origenX.

Por tanto, comprobamos su enorme parecido con las propiedades de las
particiones de un conjunto. Hay una biseccion entre las relaciones de equivalencia
sobre un conjunto y las particiones de este mismo conjunto.

A menudo se utiliza el nombre de conjunt o cociente de X médulo R (X/R)
para referirse al conjunto de las clases de equivalencia (particion asociada a R). Por
ejemplo, si se considera la relacion binaria R definida sobre el conjunto X de los
nimeros enteros de la forma xRy si x-y>0. Si excluimos el nimero O obtenemos
una relacion de equivalencia reflexiva, transitiva y simétrica, cuyo conjunto Z/R es
{{1, 2,-32}3,é}{ .

3. PARTICIONES Y NUMEROS MULTINOMIALES

Dada una particion de un conjunto X en partes V, le podemos asociar una
funcién de X exhaustiva y, reciprocamente, a partir de una funcién exhaustiva de X
podemos construir una particion de x. Por ejemplo:

Sea X={a,b,c,d,e f,g} y sea v={X1,X2,X3}, donde X1={a,b,c}, X2={d}, X3={e,f,q},
definimos una funcibn F de X de la forma F(a)=F(b)= F(c)=1, F(d)=2,
F(e)=F(f)=F(g)=3. Es evidente que se obtiene una funcion de X que resulta ser
exhaustiva. También es evidente que si consideramos una familia de partes de X
que no sea una particion (es decir algin elemento pertenezca a mas de un
subconjunto o haya subconjuntos vacios) entonces no obtendremos una funcién de
X.

Ahora nos piden el mismo caso anterior pero partiendo de la funcion
F{a,b,c,d,e} A {1,2,3} teniendo como particion asociada {{a,c}, {b,d}, {e}}. En este
caso las funciones exhaustivas se pueden dividir en 3!=6 grupos, y el nimero total
de funciones lo encontramos en la figura lateral ¢Cémo podemos calcular este
namero? Es bien sencillo, basta con calcular: k! - S(n.k), que en este caso vale 3! -
S(5,3) =6 - 25 =150.

Ahora es cuando va a entrar en juego el nimero multinomial , y se trata
de poner cotas o restricciones a estos resultados. Por ejemplo calcular el nimero
de funciones exhaustivas de X = {1,2,3,4,5,6,7} en Y={p,q,r} para las cuales el
conjunto de antiimagenes de p tiene cardinal 3. Asi puede ser el conjunto de
antiimagenes de p {1,2,3}, {2,5,6}, etc. Debemos resolverlo mediante la formula:

nQ
%18("'1)"'8(”'”1' k-1)

Qo

L)

Siendo n el cardinal del conjunto X, k el cardinal del conjunto Y, nl el cardinal de
un elemento fijado de Y, entonces para el caso anterior n=7, k=3 y n1=3; asi

ang arg
%le(k-l)!-S(n-nl, k-1)= %82!-3(4, 2)=35.2-7 =390
(; - (; -

Otro ejemplo: calculad el nimero de funciones exhaustivas de
X={1,2,3,4,5,6,7,8,9} en Y={p,q,r,s,t} para las cuales el conjunto de antiimagenes
de p tiene cardinal 2 y el conjunto de antiimagenes de s tiene cardinal 3. En este
caso la formula a aplicar es:

Relaciones de equivalencia

Funciones exhaustivas

a—lac—1

b— b, d} =2

c—la, -1

d—[b,d] —2

e—lej—-3
a—fa,cl—2
b-s[b,d] =1

c—fa, -2

d—={bdl—=1

e—le] -3

a—la, =3

b—|b,d =1

c—=la, =3
d — |b, d}

e=le)—=2

» 1

a—-fac -1
b—i{h,d -3
c=la =1
d-(bd}—=3
e—lej—2

a—lac—2
b—i{b dl—=3
c—fa, cf—2
d—=lb,d} -3

e e} -1

a=-la,¢)—3
b—|b,dj—>2
c—=la,cl—-3
d—=(b,dl—=2

e—lel -1
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o

angan- nly
%gg § (k-2)-S(n-n1-n2, k-2)
cnl=¢ n2 =

o ~ O

adoarg
donde n=9, k=5, n1=2, n2=3, por lo tanto %8 %8 3!-S(4, 3) = 45.360.
"

Pero matematicamente podemos reducir esta férmula si continuamos
fijando cardinales y asi nos queda, por ejemplo: el namero de funciones
exhaustivas del mismo ejemplo anterior, pero p tiene cardinal 2, g 1,r2,s 3yt
tiene cardinal 1. la respuesta es el nUmero multinomial:

nl 9 _362880_
n'n2...n3 21321 2:2:6

=15120

O lo que es lo mismo: ¢De cuantas formas se pueden distribuir cinco
objetos distinguibles en tre cajas numeradas si queremos que en la kha 2 haya un
objeto?

6+§l 6+é56+§l55: 5+5+5+5+5
Q E%,],l@ 5%13@ E;%,J.,Z@ 410 o4 31 1m3 202

La palabra INTERNET tiene 8 letras y cada reordenacion puede
interpretarse como una funcién exhaustiva de {1,2,3,4,5,6,7,8} en {I,N,T,E,R}, por
lo tanto, el nUmero de reordenaciones posibles de la palabra internet:

nl _ 8
n'n2..n3d 12221

=5040

El concepto de reordenacion es sindnimo del de permutacién con repeticion y a
menudo se utiliza el simbolo PR. Otro caso, si queremos distribuir 5 elementos
distinguibles en 3 cajas distintas y ademas queremos que en la caja 1 haya 1
elemento, en la dos, dos elementos y en la 3 otros dos, las distribuciones posibles

i =30
1212

Por dltimo, otra aplicacién es el célculo de la potencia enésima , por
ejemplo, en la formula (x+y+z) 4, basta saber que n=4 y k=3, y aplicar la formula:

El desarrollo de la potencia (x + v + 2)* viene dado porim=4, k=13)

\ . ‘; 4 ) -
xiybat o rt + =1
| ‘4, (] ] 'n,4,r: L

.I [ 4 (4
% + Xz
31,0 l.]—-"’*- 0

Este desarrollo tiene en total

(k+n-1) 3+4-1) (a6} (&)
| = Izl =[ [:].’s
o t ) |4 |2)

| \ “x

x+vez) =

- |¢I.i'I,L
SP e = 4N

l' 4
|0, 10, 4

a
=T

[ 4
Xpyi4 .+ , I],v"z.n

Si nos pidieran por ejemplo el calculo del coeficiente x?yz%t en el desarrollo
de (x+y+z+t) 7,, entonces hariamos
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a 6_ 7 _ .
é%,l&l@_ on 420 A 420 x?yzt
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TEMA 5 FUNDAMENTOS DE GRAFOS

VGRS 1. CARACTERIZACION DE UN GRAFO

Fundamentos de grafos

1. Caracterizacion de un grafo . . L. , .
2. Estructura y manipulacion de Un grafo Se caracteriza por una serie de vértices que estan unidos o no por

grafos aristas entre ellos. Se suelen utlizar grafos para describir situaciones que
involucran objetos entre los que existe algin tipo de conexion: reuniones,
coloracion de mapas, redes de telefonia@

1.1. Vértices y aristas

Diremos que dos vértices sonadyacentes si existe una arista que los une,
y para esa arista, estos vértices son susextremos . También se puede decir de dos
aristas que son adyacentes si comparten un vértice extremo.

El grado de un vértice es el nUmero de aristas que inciden en él. Los
vértices de grado cero (a los que no llega ninguna arista) se denominan vértices
aislados.

0 <=g(v)<=|V| -1 La formula lateral especifica que para cualquier vértice que pertenezca al
grafo g, su grado debe ser menor o igual al nimero de vértices del grafo menos
uno. Esto quiere decir que un grafo con la secuencia de grados 2,2,3,3,4,8; no
podria existir, dado que entonces el nimero de vértices maximo para este grafo es
7,y no puede existir uno con grado 8, como mucho con grado 6.

ang EI orden del grafo (n) es e! cardinal de_l conjunto _de vértices, por tanto |V|
0<=|A|<= %8 y la medida del grafo  es el cardinal del conjunto de aristas, es decir, el niUmero
ce+ de aristas del grafo; como observamos en la féormula lateral, la medida maxima del
grado de cada vértice puede llegar a ser n-1. Un grafo es regular si todos los
Grafos regulares vértices tienen el mismo grado, si el grado comun es r, entonces el grafo es r-
-—e regular. Por ejemplo en la figura lateral observamos varios ejemplos de grafos 3
: : regular, excepto el primero que es 2-regular.
*—8

1.2. Lema del apretén de manos

_ La suma de los grados de los vértices de un grafo, es el doble del nimero
- ' de aristas, dado que éstas se cuentan dos veces. El lema del apretén de manos se

/ \o llama asi porque se realiza el grafo del nimero de personas que saluda a otras en

una reunién. Sl por ejemplo consideramos el grafo de secuencia: 2,2,2,2,2,2,3,1;

L podemos saber el nimero de aristas que no es mas que (2+2+2+2+2+2+3+1)/2,
3;& - por tanto 8. Esto quiere decir que hay ocho apretones de manos en la reunion.
/:.;,f)' Tqmbién se des_prende_de este lema que aunque el niumero de personas que

V=2 asisten a la reunion sea impar, la suma de los grados va a ser par, ya que siempre

se cuentan los saludos dobles: el que da y el que recibe. Por ejemplo, si tenemos
un grafo con la secuencia de grados: 1,3,3,2,2,2,4; esto es imposible, dado que el
resultado es impar y eso jamas puede suceder ya que el saludo es una reunién es
mutuo.

1.3. Caracterizacion y tipos de grafos

Un grafo G=(V,A) es un par ordenado (V,A) donde V es un conjunto finito
no vacio, llamado conjunto de vértices, y A es un subconjunto del conjunto de
pares no ordenados (es decir, subconjuntos de dos elementos diferentes) de
elementos de V; el conjunto A es el conjunto de aristas. Y es imprescindible saber
que la representacion grafica de un grafo en el plano no es Unica.

Encontramos determinados tipos de grafos que por su importancia,
merecen ser destacados:
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1 Grafo nulo : Es el grafo de n vértices y O aristas (V, @); es el mas simple de  Tipos d e grafos
todos los grafos.

1 Grafo ciclo : Es el grafo cerrado poligonal que conocemos de toda la vida. Del
vértice 1 sale una arista al 2, de éste al 3 y asi hasta el dltimo, del que sale una
arista hacia el primero, En la figura lateral los tres primeros grafos son grafos
de ciclo 3, 4y 5 respectivamente (C3, C4 y C5)

1 Grafo trayecto : Es igual al anterior a excepcion de que el Ultimo vértice y el

primero no estan unidos, por eso se dicen que delimitan un trayecto o camino,
y de hecho se suele conocer por camino de orden n. Por ejemplo el penultimo
grafo de la figura lateral es un grafo trayecto de orden 5, o T5 o camino de
orden 5.

1 Grafo completo : Es el grafo de orden n cuyos vértices tienen todas las aristas
posibles. Por ejemplo, en la figura lateral el dltimo grafo es un grafo completo
de orden 5. Si un grafo de orden n es completo el nimero de aristas es igual a

ang

%8= % ((n(n -1)). En el caso del ejemplo: ¥2 (5-4) = 10 aristas.

Cce+

1.4. Grafos bipartitos

Un grafo es bipartito si existe una particion del conjunto de vértices, de
manera que cada vértices se encuentra solo en uno de las particiones y la union de
todas las particiones da igual a la suma de todos los vértices y ademas no existen
aristas que conecten vértices de una misma particiéon. Una caso particular es el
grafo bipartito completo en el que siendo el grafo bipartito existen todas las
aristas posibles para ese grafo. En la figura lateral observamosdos grafos bipartitos
completos, para una mejor comprension cada particion tiene vértices del mismo
color y diferentes al resto de las particiones.

En estos casos, el orden del grafo (nUmero de vértices) |V| es igual a la
suma de los vértices de cada particién y el nimero de aristas es igual al producto
de ambos. En el primer caso al ser 3 y 3 vértices, el orden es 6 y el nUmero de
aristas es 3-3 = 9. En el caso inferior, el nimero de vértices es 2+4+3 = 7 y su
namero de aristas es: 2*3*4= 24,

Pero para que nos hagamos una idea de que no siempre es facil identificar
grafos bipartitos y para que tengamos claro que existen varias formas de
representar un mismo grafo graficamente, estudiemos el siguiente ejemplo. En la
figura inferior los 3 grafos son iguales, y se ha demostrado que es bipartito, a pesar
de que en una primera representacion grafica no lo pareciese.

Grafos estrella y rueda

1.5. Otros grafos

El grafo estrella  es otro caso particular de grafo bipartito completo, en el
gue el orden de uno de las particiones es 1 (como se puede apreciar en la grafica
lateral).

Un grafo rueda de orden n tiene un Unico vértice de grado n-1. Si
eliminamos este vértice y sus aristas incidentes, se obtiene un ciclo de orden n-1.
1.6. Subestructuras de un grafo




Grafo de ejemplo

Transformaciones:

1. Grafo de ejemplo

2. Eliminacion de un vértice
3. Eliminacion de una arista
4. Adicién de una arista

Transformaciones:
Grafo Complementario
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Un subgrafo de G es un grafo de G con menos aristas y menos vértices,
de forma que las aristas del subgrafo unen vértices del grafo. Un ejemplo de
subgrafo de la figura lateral podria ser perfectamente el subgrafo V'={1,2,4,5} y
con aristas A"'={24,45}.

Un subgrafo generado o inducido es un grafo que contiene menos
vértices que el grafo del que parte, pero todas las aristas que conectan dichos
vértices; asi en el ejemplo un subgrafo inducido podria ser S={2,3,4,5} y
A'={23,24,34,35,45}.

Un subgrafo generador o de expansién es un grafo que contiene todos
los vértices del grafo original, pero menos aristas que éste. Asi volviendo al ejemplo
un subgrafo generador podria ser H={1,2,3,4,5} y A"'={34,24}

E ]

2. ESTRUCTURA Y MANIPULACION DE GRAFOS
2.1. Transformaciones de grafos

9 Eliminacion de un vértice : Consiste en eliminar un vértice de un grafo y, en
consecuencia todas las aristas concurrentes en él. También se puede
generalizar a un subconjunto de vértices.

1 Eliminacién de una arista  : Consiste en eliminar una arista de un grafo dado,
aunque esta operacion también se puede generalizar a un subconjunto de
aristas.

1 Unién de dos grafos que consiste en afiadir los vértices nuevos al conjunto,
pero no se afiaden nuevos veértices.

1 Adicién de una arista : Se puede afadir una arista hueva a un grafo siempre
y cuando los dos vértices no sean adyacentes.

1 Contraccion de una arista : Consiste en eliminar la arista en cuestion,
identificar los dos vértices adyacentes a la arista extinta como un Unico vértice
gue hereda las adyacencias y no adyacerias de los vértices extintos. Esta
operacion también se puede aplicar a un conjunto de aristas, como observamos
mas abajo:

1 Grafo complementario (G  ©): Es aquel que se construye sobre el mismo
conjunto de vértices del grafo original, pero de tal formar que los adyacentes
en el original ahora no lo son y viceversa.

Subdivision elemental de una arista : Es la reinsercion de un vértice de
grado 2 en una arista determinada. Podemos observar un ejemplo en la pagina
siguiente, como la subdivision elemental de una arista del grafo Kas.
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2.2. Combinaciones de dos o mas grafos
Transformaciones:

9 La unién de dos grafos es la union de vértices y aristas de los grafos  SuPdvisionde unaarista

originales. Asi en el ejemplo lateral podemos definir el primer ejemplo como
union de K2C KoC Ko C Ko

I La suma de grafos da como resultado un grafo que tiene los vértices y las
aristas de los grafos originales, mas los vértices del primero con todos los
vértices del segundo. En el ejemplo inferior podemos ver que el tercer grafo es

la suma de los dos grafos anteriores. } ; I

Transformaciones:
Suma de dos grafos

1 ElProducto de dos grafos define un tercer grafo que tiene vértices adyacentes I
si se cumple alguna de las dos siguientes condiciones:
0 Aristal=Arista2 y V1=V2 T —
0 Aristal=Arista2 y V1=V2 Producto de grafos

2
2.3. Grafos isomorfos

Los grafos pueden ser descritos a partir del etiquetado concreto de sus

vértices, segln la numeracion, etc, hecho que puede dar lugar a descripciones Q"

&)

conjuntistas muy diversas. Por ello dos grafos sonidénticos si todos sus vértices y
aristas son iguales, y seran isomorfos si existe una biyeccion que indique que se
conservan escrupulosamente las adyacencias y no adyacencias. Para ello es
necesario (ninguna condicién por si sola es suficiente): RS

1 Que los dos grafos isomorfos sean del mismo orden.

1 Que los dos grafos isomorfos sean de la misma medida.

1 Los vértices correspondientes del grafo 1, identificados con los vértices T:xCy
correspondientes del grafo 2, deben conservar sus adyacencias y no °
adyacencias.

Asi exponemos dosejemplos: En este primer ejemplo inferior izquierda, vemos
gue el ndmero de vértices y el grado de todos ellos es el mismo, cumplen esas

condiciones, pero el Gnico vértice de grado 3 en ambos se deben identificar (2,c) y

el Unico de grado 1 también (1 y a), vemos que ambos vértices en un caso son

adyacentes y en el otro no. Estos grafos no son isomorfos. TexTs
o—(o) S

En cambio, los dos grafos de la derecha si son isomorfos, pues identificados los
vértices (1c, 3d, 5f, 8e, 2b, 4a, 6h, 7g) vemos que conservan todas sus
adyacencias y no adyacencias.



Multigrafo
Pseudografo

Grafo orientado
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2.4. Multigrados y Pseudografos

Un multigrado es un grafo que admite multiples aristas, un ejemplo de
ello puede ser un grafo de comunicaciones entre localidades en las que exista mas
de un camino directo que las comunica. Un pseudografo es un grafo que admite
aristas cuyo origen y destino es un mismo vértice, conectandose consigo mismo,
posiblemente a través de formas mdultiples como bucle sistema operativo lazos, y
también aristas mdltiples entre vértices diferentes.

Los grados de los vértices se cuentan segun la definicién original; por este
motivo, por cada bucle se incremente en 2 el grado del vértice.

2.5. Grafos orientados

Hay determinadas situaciones que no se describen correctamente si no se
asighan orientaciones o sentidos de recorrido a las aristas del grafo. Un digrafo
D=(V,A) es un par ordenado, donde V es un conjunto finito y A es un subconjunto
del producto cartesiano de VxV en el que los componentes de los pares son
diferentes.

Un arco o una arista orientada es un par odenado (u,v) tal que:

1 Lasaristas (u,v) y (v,u) son diferentes, el origen de una es el destino de otra y
viceversa.

1 El orden del digrafo es el numero de vértices y el tamafio es el nimero de
arcos

1 Para cada vértice del digrafo, se define el grado de salida como el nimero de
arcos que salen del vértice v; el grado de entrada es el nimero de arcos que
llegan a ese vértice.

2.6. Representacién y almacenamiento

La representacion grafica de un grafo en el plano no es apropiada para la
descripcién del grafo o si lo queremos tratar informaticamente.

Una forma practica de representarlo es a través de la matriz de
adyacencia , que consiste en una matriz de filas y columnas que definen los
vértices del grafo y en cuya celda aparece un 1 si los vértices de filaxcolumna son
adyacentes o un 0 si no lo son.

o Arl 231 4 J 5 ; 6 7 ks a0l e
1 1ol 1 ]lolo o 1|0 o|lolo]|o]o
s 1 1| o] oo \1 oo |o0o|o0o|o]|o]|oO
30| o0lo|ololo|lo|o]|o|1|1]o
"2 ] ololololol1loeol1lo]lo]o]lo
5 | o] 1| o lolo|lo| 1o o0o]ol]1]o
6 |1 ]o]o]1]oflol1]o]lo|lo|lo]o
7 olo ool 11 oo 1]o0o]o0o]o
8 | oo o ]1]ololo]o|1l1]lo0o]o
9| o] o | olo|lo|lo|1 |10 0] o]
0| o | o1 ]|olo]|olo|1]o o] o]
M| o o] 1]lol1]|olo]|o]o o ol
2] 0 0 ololololo|lo]| 1|1 1|0
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Como en el ejemplo anterior no hay autolazos, habra ceros en la diagonal
principal; al no haber aristas multiples, solo habra ceros y unos en la matriz; y
como es un grafo no orientado sera una matriz simétrica con respecto a la diagonal
principal.

El principal inconveniente de estas matrices de adyacencia se produce
cuando el grafo tiene muchos vértices y pocas aristas, con lo cual la matriz tendra
muchas celdas pero la mayoria serdn ceros. Para estos casos se puede describir
una matriz de adyacencia triangular (la parte superior triangular o inferior
triangular) dado que seran simétricas. Otra forma de solventar el problema consiste
en las listas de adyacencia , describiendo para cada vértice la lista de vértices
adyacentes. Por ejemplo en Ks seria:
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TEMA 6 RECORRIDOS Y CONECTIVIDAD

UEIE € » 1. RECORRIDOS
Recorridos y conectividad
1. Recorridos . . . . .
2. Conectividad 1 Unrecorrido es una secuencia de aristas con la propiedad de que dos aristas
adyacentes en la secuencia comparte un extremo. Un recorrido es ademas
cerrado s i l os v®rtices de |l os fAextremosod c
gue es abierto.
Grafo 1 Lalongitud de un recorrido es el nimero de aristas que lo componen, incluso

si alguna esté repetido también se cuenta. Por ejemplo, en el grafo lateral, un
posible recorrido seria: 12,1,2,6,4,3,7,10,8,11. Este seria un 12-11 recorrido de
longitud 9. Un recorrido cerrado seria: 2,6,4,3,5,2; de longitud 5.

f Un recorrido orientado o dirigido es una secuencia de aristas
concordantemente orientadas, de modo que el vértice final de cara arista, es la
inicial de la arista consecutiva.

I Unitinerario es un recorrido en el que todas las aristas son diferentes. En el
ejemplo es un itinerario 12-1, 1-2, 2-5, 5-7, 7-3, 3-5, 5-9.

1 Un camino es un recorrido en el que todos los vértices son diferentes;
naturalmente, todo camino es necesariamente un itinerario. El ejemplo anterior
€s un itinerario pero no es un camino, ya que se repite el vértice 5, aunque no
se repite ninguna arista.

f Un ciclo es un recorrido cerrado, con 3 o mas vértices, sin repeticion de
vértices. En el ejemplo 5,3,7. Los grafos que no contienen ciclos, se denominan
aciclicos .

1 Dados dos vértices diferentes u, v de un grafo, entonces todo u-v recorrido
contiene un u-v camino, es decir, un recorrido entre los vértices sin repeticion
de vértices.

1 Si en un grafo hay dos recorridos diferentes que conectan un par de vértices,
entonces el grafo contiene algun ciclo.

I Sitodos los vértices de un grafo son de grado igual o superior a 2, entonces el
grafo contiene algun ciclo.

1 Un grafo conexo es un grafo tal que dados dos vértices cualesquiera del
mismo, hay un recorrido que los une. La distancia entre dos vértices de un
grafo conexo, es la minima de las longitudes de los caminos que conectan sus
vértices. El diametro es la maxima distancia que conecta dos vértices de un
grafo conexo.

1 Un grafo es bip artito si, y solo si, todos los ciclos son de longitud par. El grafo
superior de la pagina no es bipartito ya que tiene varios ciclos de longitud
impar; en consecuencia demas los grafos aciclicos son bipartitos, dado que
todos los ciclos son de longitud 0.

1 Un grafo es ponderado cuando asigna pesos a las aristas del grafo, por
ejemplo en una red de comunicaciones nos puede interesar asignar a cada
arista un peso indicativo del tiempo que cuesta recorrer esa distancia en
cuestion; o los kilbmetros que separan dos ciudades o el coste econémico
correspondiente de implementar ese cableado, etc. A los pesos de las aristas
también se les suele llamar etiquetas.

1.1. Algoritmo de Dijkstra
El algoritmo de Djisktra , se ocupa de calcular el camino mas corto de un

nodo al resto de nodos, y en su version estdndar mas simple, retorna el coste de
este camino, no los nodos que lo integran. En el ejemplo de la figura lateral, el
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vector final es el resultado de la aplicacién del algoritmo sobre el grafo superior.
Partiendo del vértice 1 calculamos la distancia minima al resto de los nodos

1.2. Conexién entre vértices
Se puede definir una relacion de equivalencia entre dos vértices de un
grafo siempre que exista algin recorrido entre ellos. Por ello, si un grafo es de

orden n, de medida m, y tiene k componentes conexos de 6rdenes y medidas ni y
m; respectivamente, entonces:

K K
n:éni o M= ém

i=1 i=1

Los grafos conexos y aciclicosse denominan arboles .

2. CONECTIVIDAD
2.1. El concepto de conectividad

Un vértice cualquiera de un grafo es un vértice de articulacion o de
corte si su eliminacion incrementa el nUmero de componentes conexas de un grafo.
Debemos saber que un grafo en el que todos sus vértices estdn conectados tiene
solo una componente conexa. Por tanto la eliminacién de un vértice de articulacion
produce desconexion.

A su vez, un conjunto de vértices son vértices separadores si al
eliminarlos producen desconexion.

Por ejemplo, en la figura lateral observamos que los vértices de articulacion
son el vértice 5y el 2, porque por si mismos producen desconexion y aumentan el
ndamero de componentes conexas. En cambio para poderproducir desconexion con
cualquier otro vértice es necesario eliminar al menos dos; por ejemplo son vértices
separadores el 4 y el 6 (en conjunto), el 3y 31 7, etc.

Una arista es una arista puente  si su eliminaciéon produce un incremento
de componentes conexas. En el caso conexo, una arista es una arista puente si y
solo si, su eliminacion desconecta el grafo. También un conjunto de aristas
separador es aquel que su eliminacion aumenta el nimero de componentes
conexas. En el mismo ejemplo anterior, las aristas 1-5 y 2-8 son aristas puente,
pues la eliminaciéon de cualquiera de ellas aumenta el nimero de componentes
conexas. Y son conjuntos separadores por ejemplo las aristas 34 y 6-7. Es
necesario eliminar estas dos aristas para producir desconexion.

Dado un grafo G y un vértice w de ese grafo es equivalente decir que el
vértice w es de articulacion, que decir que para dos vértices u, v del grafo distintos
de w, todo u-v camino pasa por w. También para una arista es equivalente decir
que a es una arista puente, que a no pertenece a ningun ciclo o que todo camino
u-v contiene la arista a.

También podemos dar una cota inferior del numero de aristas de un
grafo conexo de orden n, entonces la cota inferior es n-1 (Para un grafo de 5
vértices es necesario terer 4 aristas para que el grafo sea conexo), también y como
consecuencia de lo anterior, si tenemos un grafo de orden n con k componentes
conexas, la cota inferior de aristas ha de ser n-k.

Evolucién del algoritmo de
Djikstra
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2.2. Conectividad por vértices y por aristas

Un grafo n-conexo es un grafo en el que es necesario eliminar n vértices
para aumentar el nimero de componentes conexas. Asi, si un grafo es 2conexo,
con la eliminacidon de un vértice cualquiera no es suficiente para desconectarlo,
esto es equivalente a decir que no tiene vértices de articulacion. La conectividad
k(G) de un grafo G es |V|-1 si no hay conjuntos separadores, en caso contrario
serd el min |S|, siendo S el conjunto separador del grafo.

Un grafo G es p-conexo si k(G)>=p.

Dos u-v caminos son internamente disjuntos si los Unicos vértices que
tienen el comun son los extremos u, v. Como resultado obtenemos el teorema de
Whitney , un grafo es k-conexo si, y solo si, todo par de vértices estan conectados
por un minimo de k caminos internamente disjuntos dos a dos. Por eso, un grafo
de orden n>=3 es 2 -conexo, si y solo si, dos vértices cualesquiera pertenecen a un
ciclo coman.

En la figura lateral podemos observar dos grafos. El superior muestra un
ejemplo de caminos internamente disjuntos, y el inferior es un ejemplo de caminos
gue no son internamente disjuntos, pues tienen un vértice en comun.

2.3. Grafos eulerianos

Los grafos eulerianos resuelven muchos problemas de planificacion vy
organizacion por ejemplo en recogida de basuras, servicios de instalacion de gas,
distribucién de repartos de cartas, etc. Varios conceptos debemos aclarar:

9 Un itinerario euleriano es un itinerario que contiene todas las aristas del
grafo sin repeticion.

1 Un circuito euleriano  es un recorrido que pasa por todas las aristas del grafo.
De otra manera, es un recorrido cerrado que contiene todas las aristas sin
repeticion.

1 Ungrafo euleriano es aquel que admite algin circuito euleriano.

Un grafo es euleriano si y solo si, todos los vértices son de grafo par; es
quivalente decir que un grafo G es euleriano, que decir que los grados de los
vértices son pares, que decir que el conjunto de las aristas admite una particion en
ciclos arista-disjuntos. En el ejemplo lateral podemos observar como el grafo
superior es euleriano mientras que el inferior no lo es.

También se puede admitir que sea un grafo G conexo con exactamente dos
vértices u, v de grado impar, existe entonces un u-v itinerario euleriano.

2.4. Grafos hamiltonianos

Un camino hamiltoniano es un recorrido que pasa por todos los

ningun resultado que dé la condicién necesaria y suficiente para que un grafo
sea hamiltoniano. Existen condiciones necesarias de hamiltoneidad y, de

/\
X

vértices sin repeticion. Un recorrido es un ciclo hamiltoniano  si ademas es
cerrado. Los grafos para los cuales existen ciclos hamiltonianos songrafos
hamiltonianos .
Evidentemente estas definiciones anteriores solo tienen sentido en el
caso de un grafo conexo. A diferencia de los grafos eulerianos, no existe
®

aristas) es no euleriano pero si hamiltoniano; y el Gltimo no es ni euleriano ni
hamiltoniano.

forma independiente, también otras que resultas suficientes, pero la mayoria
de ellas de poca aplicabilidad pradica en casos concretos.

En los ejemplos laterales el primer grafo (de orden 3) es euleriano y
hamiltoniano. El segundo es euleriano y no hamiltoniano, el tercero (con 8

*—
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Existe un procedimiento no riguroso para la blsqueda de un ciclo
hamiltoniano, que se expone a continuacion:

Procedimiento no riguroso para la bisqueda de un ciclo hamiltoniano

En el ejemplo lateral se puede observar dos ciclos hamiltonianos en el grafo
completo Ks.

Sea G un grafo de orden n>=3, tal que para cada par de vértices u, v no
adyacentes se cumple g(u)+g(v)>=n; entonces G es hamiltoniano. También para el
mismo grafo G anterior de orden n>=3, tal que g(v)>=n/2 para cualquier vértice
del grafo, entonces G es hamiltoniano. Normalmente resulta de poca aplicabilidad
estos resultados, ya que es dificil que se cumplan condiciones deeste tipo; son
condiciones suficientes pero no necesarias. Por ejemplo, el ciclo G es claramente
hamiltoniano pero no cumple las condiciones anteriores.

Si se sabe por ejemplo que un grafo hamiltoniano tiene que ser 2-conexo y
esto se puede utilizar como criterio de no hamiltoneidad; también por tanto, si un
grafo tiene vértices de articulacién no puede ser hamiltoniano.

Naturalmente, un método practico que merece la pena intentar en la
resolucion de problemas de hamiltoneidad consiste en obtener un cklo
hamiltoniano concreto o, en el curso de este intento, llegar a una contradiccién que
demuestre que no puede existir ninguno.

Si existiera un ciclo hamiltoniano, tendria que pasar por todos los
vértices y utilizar para cada vértice exactamente dos aristas incidentes,
puesto que en caso contrario esto significaria volver a pasar por el mismo
vértice una segunda vez (como minimo). Consideremos el vértice
superior, y elijamos dos aristas de un posible ciclo hamiltoniano (hay dos
elecciones posibles méas, de hecho reducidas a una por razones de
simetria; éstas serian alternativas adicionales por explorar, tanto en la
blusqueda de un camino como para la basqueda de camiros adicionales);
més adelante tendremos que hacer nuevas elecciones, dejando de ladc
posibles alternativas. Lo interesante es que esta eleccion produce un
continuo de eliminaciones e incorporaciones de aristas en cascada en e
hipotético ciclo que estamos construyendo. Supongamos que elegimos las
aristas 1,3; esto elimina la arista 2, lo cual propicia la incorporacién
automatica al futuro e hipotético ciclo hamiltoniano de las aristas 10,8. La
eleccion de la arista 5 excluye definitivamente la arista 4, hecho que
produce la incorporacion obligada de 7,6, incorporacion que hace
descartar la arista 9, lo cual produce de rebote la incorporacion forzosa
de las aristas 17, 18. Y asi sucesivamente...
Sin embargo, es necesario recordar que esta forma de proceder
garantiza la obtencién de un ciclo, puesto que puede ser que algunas de
las elecciones no lleven a ningun ciclo hamiltoniano (es perfectamente
posible que, siendo un grafo hamiltoniano, no haya ningan ciclo
hamiltoniano que pase por una arista determinada).

Ciclos hamiltonianos
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TEMA 7 ARBOLES

UEmEL 1. CONCEPTOS BASICOS
Arboles
1. Conceptos bésicos , . . ;0 .,
2. Algoritmos de exploracion de Un arbol es un grafo conexo sin ciclos. Los grafos aciclicos también se
arboles denominan bosques. Para un grafo T = (V, A) de orden n = |V|, son equivalentes

3. Arbol i . . .
fooles con raz todas las propiedades siguientes:

T es un arbol.

Tesconexoy|Al=n-1

Tesacklicoy |Al=n -1

T es conexo y todas las aristas son aristaspuente.

Entre dos vértices cualesquiera hay un tinico camino que los conecta en T.

T es aciclico; afadir una arista sin afiadir nuevos vértices produce un Unico
ciclo.

1 Cualquier arbol con un minimo de 3 vértices, tiene un minimo de dos hojas.

E R EE )

Grafo conexo completo Un arbol generdor  de un grafo es un subgrafo generador que tiene estructura

de arbol; en consecuencia un arbol generador contiene todos los vértices del grafo.

También se denomina arbol de expansion. Los arboles generadores no contienen
ciclos y su nimero de aristas es igual al nUmero de vértices menos uno. Asi, con
independencia del isomorfismo, para el grafo lateral, los &rboles generadores
posibles son los siguientes:

® ®

7 N J/. \
N / ’ M
* .\
Esto garantiza la existencia de arboles generadores en un grafo conexo. Es
decir, todo grafo conexo contiene arboles generadores.
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El arbol generador minimal es un arbol generador de peso minimo, es
decir, si asignamos pesos a las aristas, la suma de estos pesos ha de ser el minimo
posible. Esta cuestion es importante, por ejemplo para interconexionar una red de
ciudades con un coste minimo (coste econémico asignado a cada arista).

Existen dos algoritmos para encontrar estos arboles minimales: los
algoritmos de Kruskal y Prim.

El algoritmo de Kruskal =~ comienza con un grafo vacio y a cada etapa del
proceso se incorpora una nueva arista que no forme un ciclo con las ya existentes y
cuyo peso sea el minimo de las que quedan por incorporar hasta formar un arbol
generador, es decir, hasta incorporar n-1 aristas. Asi, por ejemplo en el grafo
ponderado de la figura lateral, se comenzaria por afiadir la primera arista de menor
peso, que en esto caso es la al. Tras ella se puede afiadir cualquiera de las otras 4
pues tienen el mismo peso, por ejemplo incorporamos la arista a2. Luego queda
excluida la a3 pues formaria un ciclo y por ejemplo tomamos la a4. Como ya hemos
tomado 3 aristas y hay 4 vértices, ya hemos encontrado el arbol generador
minimal.

El algoritmo de Prim  es similar al de Kruskal, con la diferencia de que en
cada paso se elige una arista no incorporada previamente que sea adyacente a
alguna de las ya incorporadas, no forme ciclo con las anteriores y dé peso minimo
de entre las disponibles que satisfagan estas condiciones; si hay mas de una, se
toma la primera en la ordenacién de aristas. De esta manera, en cada paso, se
mantiene un subgrafo conexo y aciclico; el proceso igual que antes, finaliza cuando
se han incorporado n-1 aristas.

2. ALGORITMOS DE EXPLORACION DE ARBOLES

Para hacer exploraciores de un grafo hay basicamente dos algoritmos: el
algoritmo de busqueda primariamente en profundidad (DFS o Depth First Search) y
el algoritmo de busqueda primariamente en anchura (BFS o Breadth First Search).

El algoritmo DFS o de busqueda en profundidad comienza con la exploracién
del grafo por un vértice prefijado y se exploran todos los demas avanzando en
profundidad lo mas posible sin explorar todas las posibilidades que se dan a partir
del vértice actual. Si se llega a un vértice desde el cual no se puede avanzar, hay
que volver atras eliminando en orden los vértices por los que se ha pasado y desde
los cuales no se puede seguir avanzando, hasta volver al punto inicial, donde se
habrd acabado el recorrido. Las estructuras necesarias para llevar esterecuento
son:

1 Un registro P de los vértices visitados aunque lo expresemos en el ejemplo
siguiente como una lista, la estructura adecuada es una pila, dado que
debemos poder volver atras y borrar vértices

Un conjunto R que contiene la lista de vértices visitados hasta el momento

Un conjunto S de las aristas que se han ido seleccionando para visitar los
vértices.

E

Asi en el ejemplo lateral, las estructuras evolucionan como aparecen en la tabla
inferior de esta misma péagina y el arbol generador obtenido es el que podemos
observar en la figura inferior de la tabla lateral. El algoritmo DFS produce un éarbol
generador de la componente conexa que tiene el vértice inicial u

Algoritmo de Kruskal
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Recorrido DFS de ejemplo



Recorrido BFS de ejemplo

Pila P

12
125
1256
12563
1256
12567
1256
125
12

14

Vértice
afiadido
1

w o N

Vértice
eliminado

NN W

N

Arista
afiadida
12
25
56
63

67
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Arista S

0
12
12.25
12.25.56
12.25.56.63
12.25.56.63
12.25.56.63.67
12.25.56.63.67
12.25.56.63.67
12.25.56.63.67
12.25.56.63.67
12.25.56.63.67.14
12.25.56.63.67.14
12.25.56.63.67.14

Vértices R

1
12
1.25
1.25.6
1.25.6.3
1.2.5.6.3
1.25.6.3.7
1.25.6.3.7
1.2.5.6.3.7
1.25.6.3.7
1.25.6.3.7
1.25.6.3.74
1.25.6.3.74
1.25.6.3.74
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El algoritmo BFS o de exploracién en anchura es similar al anterior pero se
diferencia en que llegados al vértice actual que estamos visitando, primero se hace

una visita sistematica a todos los vértices adyacentes al actual que ain no se hayan

visitado, elegidos por orden segun la concatenacioén existente.

En este caso para registrar los vértices visitados seguiremos utilizando R y
para las aristas S, pero en lugar de utilizar una pila para el registro de trabajo de
vértices visitados, se utiliza una cola C. Asi afiadimos vértices hasta que ya no haya

mas adyacentes, si el vértice siguiente es adyacente se afiade, sin o lo es, se

elimina el primer elemento de la cola, y ahora si el siguiente vértice que toca
explorar es adyacente al nuevo primer elemento, se afiade, sino también se quita

este primer elemento de la cola, asi hasta haber explorado todos los vértices. Para

el mismo ejemplo lateral que para mejor estudio volvemos a reproducir en la figura
lateral obtenemos la tabla inferior y obtenemos también el arbol generador de la
simulacion que insertamos también en la tabla lateral.

ColaC

1
12
123
1234
234
2345
345
3456
456

Vértice
afiadido
1

g AN

o

Vértice
eliminado

R W N R

D

Arista
afiad ida
12
13
14

25

36
67

Arista S

0
12
12.13
12.13.14
12.13.14
12.13.14.25
12.13.14.25
12.13.14.25.36
12.13.14.25.36
12.13.14.25.36
12.13.14.25.36
12.13.14.25.36.67
12.13.14.25.36.67
12.13.14.25.36.67

Vértices R

1
1.2
1.2.3
1234
1234
1.2.345
12345
123456
1.2.3.45.6
1.2.3.45.6
123456
1.2.3.45.6.7
1.2.3.45.6.7
1.2.3.456.7

3. ARBOLES CON RAi{Z

Los digrafos asimétricos permiten caracterizar a los arboles con raiz. Un
digrafo es asimétrico si no tiene ciclos de longitud 2. Un digrafo D=(V, A) es un

arbol con raiz si:

1 Desde r se puede llegar a cualquier vértice por un camino dirigido.
1 No hay ciclos delongitud 2 (es decir, es un digrafo dirigido).
1 El grafo subyacente D- es un arbol en el sentido ordinario no orientado.



